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Le fair qu 'une  densit~ 61ectronique ~(x) soit ddfinie non 
n6gative entralne certaines restrictions sur les valeurs 
des facteurs de structure Uh. Karle  & I-Iauptman (1950) 
ont  montr6 que la condit ion n6cessaire et  suffisante pour 
qu'i l  en soit ainsi s 'exprime k 1'aide d 'une  infinit6 d'in- 
6galit6s. P ra t iquement  on n'utilise que des conditions 
n6cessaires de positivit6 (in6galit6s de Harker  & Kasper,  
1948, par exemple). 

La m6thode classique pour derire de telles in6galit6s 
reliant les coefficients de Fourier  d 'une  fonetion O(x) 
d6firfie non  n6gative dans le cube unit6 (0,1) consiste 

~crire: 
1 

10~(x)g(x)dx > 0 9 

g(x) 6rant une fonction rdelle positive quelconque 
spectre fini ou non. 

Si +,v 
g(x)-- .~  Ah exp 2 i u h . x  

- - N  

+2( 
~O(X) ---- .~  Uk exp 2i:~k. x 

-N 

alors l'in6galit6 s'6crit: 
+N 
. ~ , A k V ~  >~ O. (1) 
--27 

Tout  revient  donc ~ bien choisir le ou les fonctions 
positives g(x). Prenons g(x) = 1 + ap(x) + bq(x). 

p(x) et q(x) 6rant deux fonetions de x quelconque 
(nous traiterons le probl6me ~ une dimension). 

:Nous voulons que g(x) soit s t r ic tement  positive: 
il suffit d'6crire que le m in imum min imorum de g(x) 
est z6ro, c'est-A-dire: 

g(Xo) = 1 + ap(xo) + bq(xo) = 0 (2) 

+ b -d-xJx=zo (3) 

g(z)-g(Xo) > o (4) 

(le point  x0 est le point  off la courbe y =g(x) est tangente  
/~ l 'axe des x). ::~ 

Les 4quations (2) et  (3) d6terminent  a et  b: ~ 

a = q'(xo)/p(xo)q'(xo) -p'(xo)q(Xo) 
b = p" (xo)/p (Xo) q' (xo) -- p' (Xo)C/(Xo) . 

L'in6galit6 (1) s'dcrit: 

,i ~.,1 /* 

1 +a I e(~)p(~)~x +b I e(x)q(x)ex 0 
0 0 

soit en posant :  
.1 
f ~ (x )p (x )dx=P 

0 

.1 

I q(x)q(x)dx = Q 
o 

l + a P  +bQ > O. 

Q;× Q ~Cxo) 

z:= 

~_- 

Fig. I. Repr6sentation de la droite D(xo) 
et de son enveloppe 1". 

Dans le plan (P, Q), D(xo)=l+a(xo)P+b(xo)Q repr6- 
sente une droite qui partage le plan en deux r~gions 
(Fig. 1). Seuls les points de la r6gion (1) v~rifient Fin- 
6galit6. L 'enveloppe de la droite D(xo) est mm courbe 
P ddcrite en paramdtr ique par:  

X=p(xo) ,  Y = q ( x o ) .  

M(xo) dtant  le point  courant. 
Reste  la 3brae condition sur x0: g ( x ) - g ( x  o) :~ 0; elle 

impose que seules in terviennent  pour d61imiter le domaine 
d 'existence de P et Q les tangentes  qui ne recoupent  pas 
la courbe P (Fig. 2); en effet la relation (4) peut  s'dcrire: 

a[p(x) - p ( x 0 ) ]  + b[q(x) - q(x0)] _> 0 .  

II faut donc rejeter  les points de F du type Ml(xo) et 

Q:>'I 

P;x 

Fig. 2. La courbe F 6tant d6termin6e, 
seule la r~gion non hachur6e convient. 
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Fig. 3. La droite Dl(xo) ne peut  servir ~ d61imiter le domainc 
d'existence car le point x 0 n'est  pas un minimum absotu 
de la fonction g(x). 
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Fig. 4. Le point repr@sentatif: 
Uh, Uah se trouve dans la r@gion non hachur@e. 

les dro i tes  Dl(X0) (Fig. 3), l ' ex i s tence  de  po in ts  tels que  
M e i n f i r m a n t  la cond i t i on  (4). 

Application 

(1) Cristal centrosymdtrique 

P r e n o n s :  
p(x) = cos 2zlhx P = Uh 
q(x) = cos 2zekx Q = Uk • 
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Fig. 5. Le point repr@sentatif: 
U3h, U2h se trouve dans la r@gion non hachu,'@e. 

F est  u n e  courbe  de  Lissa jous  e t  on t r o u v e  ainsi  role 
in@galit@ e n t r e  Uh et  U~ (cet te  in@galit@ n ' e s t  pas  g@n@rale- 
m e n t  suscept ib le  d ' u n e  repr@sentat ion alg@brique s imple) .  

P a r  exemple  pou r  Uh et  Uah, U~a et  Uah on a l e s  Figs .  
(4 e t  5). 

P o u r  Ua e t  U2a on r e t r o u v e  la pa rabo le  de  H a r k e r  & 
K a s p e r .  

(2) Cristal non centrosymdtrique 
Si on  6cri t  Uh =Ah + iBh la m d t h o d e  p e r m e t  de  t r o u v e r  

des indgalit@s e n t r e  Ba e t  Be, Ba e t  Ak;  il suff i t  de  chois i r  
c o r r e c t e m e n t  p(x) et  q(x). 

Cet te  m 6 t h o d e  peu t -g t r e  gdn6ralisde;  en  p r e n a n t :  

g(x) = 1 + ap(x) + bq(x) + cr(x) 

on d@limite u n  v o l u m e  pe rmis  dans  u n  espace  & t ro is  
d imens ions  c o n v e n a b l e m e n t  choisi ; appliqu@e/~ U1, Ue, Ua 
on t r o u v e  u n  v o l u m e  compr i s  en t r e  les d e u x  cSnes  
d'@quations. 

U~ + U~ +_2U1U2-(1 +. U1)(1 +_ U a ) = 0 .  

On reconna% 1~ ce r t a ines  des in6galit@s de  t l a r k e r  & 
Kaspe r .  
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